3 PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Pod parcijalnom diferencijalnom jednacinom podrazumevamo bilo koju jednacinu

koja se odnosi na neku nepoznatu funkciju z = z(x1, . .., Xy ), njene argumente
X1,...,Xn € D CR™ (n > 2), i neke njene parcijalne izvode.

Red najviseg parcijalnog izvoda koji figurise u takvoj jednacini naziva se redom te
Jednacine.

>

(a) Ako je z = z(x,y) funkcija dve promenljive x,y, onda opsti oblik parcijalne
diferencijalne jednacine prvog reda glasi

0z 0z
F(x,y,z2z,—,— ) =0.
(x 9% x ay)
(b) Ako je u = u(x,y,z) funkcija tri promenljive x,y, z, onda opsti oblik
parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda glasi

Flx zua—ua—ua—u
Lo "Ox' 0y’ 0z
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U slucaju da je z = z(x,y) nepoznata funkcija, pod homogenom linearnom
parcijalnom diferencijalnom jednacinom podrazumevamo jednacinu oblika

A(x,y)-p+B(x,y)-q=0, (1)

_ 0z

gdejep=4Z,q= g—;, i funkcije A(x,y) # 0i B(x,y) # 0 su neprekidne u nekoj
oblasti D C R2.

/

Njeno resavanje blisko je povezano sa resavanjem obicne diferencijalne jednacine

oblika 4 4
X Y
Ay Blxy) @)

koju mozemo zapisati u obliku

dy _ B(x,y)
dx A(x,y)’




Jednacina (2) je obicna diferencijalna jednacina prvog reda po nepoznatoj funkciji
y = y(x). Njeno opste resenje

ex.y)=C,  (CeC) (3)

nazivamo prvim integralom.

Ako je @(x,y) = C bilo koji prvi integral jednacine (2), onda je opste resenje
Jednacine (1) dato sa

z = Fle(x,y)),

pri éemu je F(u) proizvoljna diferencijabilna funkcija.

Primetimo da u opstem reSenju posmatrane parcijalne diferencijalne jednacine ne
ucestvuje proizvoljna konstanta C, ve¢ proizvoljna diferencijabilna funkcija F.

Naci opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine:  y?p + 2xq = 0.

U ovom slucaju je A(x,y) =y? i B(x,y) = 2x.

. d d
Pridruzena diferencijalna jednaéina: y—: = 5‘3 odnosno  2xdx = y?dy.
Integracijom dobijamo:  x? = %-)- + C.
Prvi integral: @(x,y) = x? 5{: =C.
Dakle, opste resenje ove jednacine dato je sa
3
=Fx2- 1,
z=F 3 )

gde je F(u) proizvoljna diferencijabilna funkcija na nekom intervalu.

Definition

U sluéaju da je u = u(x,y,y) nepoznata funkcija, pod homogenom linearnom
parcijalnom diferencijalnom jednacinom podrazumevamo jednacinu oblika

Ju du ou
Alx,y,z)- P + B(x,y,z) - ag + C(x,y,z) - 32 =0 (4)

pri ¢emu su A(x,y,z), Blx,y,z), C(x,y,z) # 0 neprekidne u nekoj oblasti
D CR3.

Ovoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini pridruzuje se sistem obicnih
diferencijalnih jednacina

dx . dy = dz
A(x,y,z) Bix,y,z) Clx,y,z)

(5)



Ovaj sistem dat je u simetricnom obliku. Ako je resiv, onda ima samo opste
resenje sastavljeno od dva njegova prva integrala

¢1(x,y,z) =C1 i @2(x,y,z) = Cy,

pri éemu su Cy, C, € C, i @y i @, su nezavisne funkcije u smislu da je
odgovaraju¢i Jakobijan razlicit od nule, tj.

0% 09

_0e1.92) | ox 0y
f(‘Pl-‘Pz)—W_ a_(p} 3_(9_2 # 0.

0x dy

Ako su @1(x,y,z) =Cy i @alx,y,z) = C; dva linearno nezavisna prva
integrala jednacine (5), onda je opste resenje jednacine (4) dato sa

z = Flpi(x,y.2), 2(x,y,z)),

gde je F(u,v), proizvoljna diferencijabilna funkcija dva argumenta (u,v) € IR2.

Naéi opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine

ou ou
(x +2)5§ + 2y—a—y- +z— =0.

Ovoj jednacini pridruzujemo sistem obicnih diferencijalnih jednacina

dx dy dz
x+2 2y z°
Njegova dva prva integralasu x—z=C; i y—z2= Cy, pa je opste resenje

parcijalne diferencijalne jednacine dato sa
u=F(x—2zy—2%),

gde je F = F(u, v) proizvoljna diferencijabilna funkcija promenljivih uw i v.

Naéi opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine:

ou
3 2, Ol ou O
(x* + 3xy )0x+2y ay+2y 23> 0.

Ovoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini pridruzujemo sistem obicnih
diferencijalnih jednacina
dx dy dz

3 +3xy?2 2y 2y’



Iz relacije

ay _ &
2y3  2y2z’
nakon mnozenja sa 2y2, dobijamo jednacinu koja razdvaja promenljive
y _de
y oz’

Nakon itegracije, dobijamo i prvi integral sistema

P1(x.y,2) = % =iCy-

Sa druge strane,

dx _dy
x3 4+ 3xy2  2y3

predstavlja homogenu diferencijalnu jednacinu

dx  2y?
dy %3+ 3xy?’
odnosno, jednacinu
dx  2(¥)
— .
dy  1+3(Y)



Uvodeéi smenu

bt = y' =xt' +t,
x
imamo da je
dx 14 3t2
e
X t418
Integracijom dobijamo da je
x(t +13) = Cy,

pa vracaju¢i smenu dobijamo i drugi prvi integral sistema

2 3
U

@2(x,y,2) =

Opéste resenje parcijalne diferencijalne jednacine je sada
2 3
pa
wmrp(L,2049)
% X

gde je F(u,v) proizvoljna funkcija.
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U slucaju da je z = z(x, y) nepoznata funkcija, pod nehomogenom linearnom
parcijalnom diferencijalnom jednacinom podrazumevamo jednacCinu oblika

A(x,y,z)-p+ B(x,y,2) - q = Clx,y.2), (6)

oz

gdejep=3%,q9g= 95 i funkcije A(x,vy,z),B(x,y,z),C(x,y,z) # 0 su
neprekidne u nekOJ ob|ast| D C R3.

Jednacini (6) pridruzuje se homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina

oblika " " "
u u u
A—+B—+C—= ¥
B dy 0z . (7)

sa nepoznatom funkcijom u = u(x,y, z). Pokazuje se da ako je u(x,y, z) opste
resenje jednacine (7), onda se opste reSenje jednacine (6) dobija iz

wixyz)=0

implicitnim reSavanjem po z = z(x, y).

Nacéi opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine:

xza— =} zaz —X
ox oy~ Y
Odgovarajuci sistem diferencijalnih jednacina je
dx dy dz
Xz Yz —xy
Izracunajmo prve integrale:
Iz jednakosti
|
Xz Yz
dobijamo
E - Cl.
Y



Posmatrajmo sada jednakost

dy  dz
yz  —xy’
Ako bismo levu i desnu stranu pomnozili sa y, i iz prvog integrala zamenili
x = Cyy, dobijamo jednacinu oblika
—Ciydy = zdz,

a njenim reSavanjem i prvi integral

%Y+ 2> ='Ca.

Opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine zapisujemo kao

X
Fl—,x +zz):0.
(5

gde je F proizvoljna funkcija.

Naéi opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine:

i) 0
(x2 —yz]a—i + (y? —yz]£ = z(x +y).

Posmatrajmo sisitem diferencijalnih jednaéina

dx dy dz

x2—-yz y2-yz z(x+y)

Koristi¢emo osobinu proporcije

a; as ap + az
by a bs ) by +4 bz.

Sada je

dx—dy  dz
x2—y2  z(x+y)

Nakon mnozenja izrazom x + Yy, dobijamo

dix—y) _dz

X—Yy z

Kako je odavde Inx —y = In C;z, to je prvi integral




Ako sada u relaciji

dy dz

y2 —yz z(x+y)'

iskoristimo vezu

x=C12+y.

dobijamo homogenu diferencijalnu jednacinu

dz  Cy2? +2zy
dy  y?-yz
odnosno jednacinu
z\? _z
e () %
H Az
Y

Sada mozemo uvesti smenu
=

“=u = z'=yu'4u
y

Dobijena homogena diferencijalna jednacina se ovom smenom svodi na jednacinu
koja razdvaja promenljive datu sa

1-u _dy
(Cy + 1)u? + udu o T T

Funkcija na levoj strani jednakosti moze predstaviti kao zbir

1—-u N 1 N Ci+2
(C;+1)u24+u 1—u (Ci+1u+1’

odakle integracijom dobijamo

1—u Ci+2
=lnu— | 1 : A
J.(C1+1)u2+udu nu C n(Cy +1)u+

Vratimo se u jednacinu koja razdvaja promenljive.

Imamo da je
Cou =y((Cy + Du+ 1) &H,
odnosno,
2 — L) '3
Ciisn y_(iﬂ +1)55%,

z
Time smo dobili i drugi prvi integral sistema.
Opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine mozemo sada zapisati kao
Fl@1, @2) =0,

gde je F proizvolina funkcija, a @, i @2 nadeni prvi integrali sistema.



