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Pretpostavimo da su

y1(x), ya(x), --.1 Yn(x)
realne funkcije realnog argumenta x definisane na nekom intervalu (a, b) realne
ose.

Definicija

Sistem od n diferencijalnih jednacina je skup od n jednacina u kojima figurisu
e nezavisno promenljiva x,
e nepoznate funkcije y1(x),y2(x), ..., yn(x)

e i njihovi izvodi.

Definicija

Za sistem kaZzemo da je sistem prvog reda ako u njega ulaze samo prvi izvodi
nepoznatih funkcija.

Svaki sistem jednacina viseg reda moze se svesti na
odgovarajuci sistem jednacina prvog reda.

Example

Sistem drugog reda:

Y1 = 2y1 +Y2y3
Y5 — Y1 =sinx
*hyy =12
Smena: yb=vys = yi=y;
Sistem prvog reda:
Y1 = 2y1 +Yays
Ys — Y1 =sinx
x+yz =12
Y =VYa




Jedan od najjednostavnijih sluc¢ajeva je normalni sistem, odnosno sistem u
Kosijevom obliku:

U1 =Tl o0a)
P =15(%, U1, ...,
Yo 2(%, Y1 YUn) (1)

UL =Fl& e Un)

Ovde ¢emo razmatrati slucaj kada su funkcije fy, fa, ..., f;, linearne funkcije po
Y1.Y2,-..,Yn, tj. razmatrac¢emo linearni sistem od n difencijalnih jednacina sa
konstantnim koeficijentima:

Yy = @y + -+ + QinyYn + by(x)
Ys = @21y1 + * - + G2nYn + ba(x)

(2)

y:\ = An1Yyr + -+ AunYn + balx)

Sistem (2) mozemo zapisati i u obliku

Y =A-Y+B, (3)
gde je

ya(x) yy(x)

E v 4y _ [ valx)
: ' dx :

Ynlx] yﬁ\(’()
a;; Qi -+ Qin by (x)
Q21 Q2 -+ Q2q ba(x)

A= ) i . \ B= :

Uny QAp2 -+ Qpn bn(x)

Za proizvoljnu fiksiranu tacku xg € (a, b) i proizvoljan vektor Yo € R™ postoji i to
Jedinstveno resenje Y = Y(x) sistema (3) u intervalu (a, b) koje zadovoljava
pocetni uslov Y(xp) = Yp.

Resenje Y = Y(x; Cy, ..., C,.) sistema (3) koje zavisi od proizvoljnih realnih
konstanti Cy, C5,..., C,, naziva se njegovim opstim resenjem ako za svako drugo
reSenje Z(x) postoje odgovarajuée konstante C; = C?, (i =1,2,...,n) tako da
je za svako x € (a, b) ispunjeno Y{x;C?,..., C‘,") = Z(x).

Resenje Y = Y(x; Cy,...,C,,) sistema (3) je opste resenje tog sistema ako i samo
ako za svako xg € (a,b) i svako Yo € R™ postoje konstante Cy,C,, ..., C,, takve
da je Y(x0; C1.....Cn) = Yo.
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Neka su

Yni

resenja homogenog linearnog sistema (4). Da bi se ispitala linearna nezavisnost
ovih resenja, uvodi se funkcionalna determinanta

Y1 - Yin
W) =W(Yy,....Ya)=| = (x € (a,b))

ynl e ynn

koja se naziva Vronskijan.

Teorema

(a) Iz linearne zavisnosti funkcija Y, ..., Yy sledi da je W(x) = 0 za svako
x € (a, b).
(b) Iz linearne nezavisnosti funkcija Yy, . . ., Yy sledi da je W(x) # 0 za svako
x € (a,b).
g

Skup od n linearno nezavisnih resenja sistema (4) naziva se fundamentalnim
sistemom resenja, a odgovaraju¢a matrica

Yz " Yin
G(x) =

Uni **° Ynn

naziva se fundamentalnom matricom sistema jednacina (4).

Teorema

Homogeni linearni sistem (1) uvek poseduje n linearno nezavisnih resenja na
intervalu (a, b).

Teorema

Ako je Yi,..., Yy bilo koji fundamentalni sistem resenja homogenog sistema (4),
onda je njegovo opste resenje dato sa

Y(x) = C1Yi(x) 4+ -+ + CnYnlx) (x € (a,b)).




Navedimo postupak za nalazenje bar jednog fundamentalnog sistema resenja
sistema (4).

Resenja ¢emo potraziti u obliku
g1

Y = eMQ = et q."’
Gn
pri cemu je A izvestan realan ili kompleksan broj, a Q je izvestan vektor prostora
R™ (ili C™).
Kako je Y' = Ae**Q, to zamenom u sistem (4) dobijamo da je

AeMQ = eMAQ,

AQ-AQ =0
(A—ALQ = 0.
Dalje, imamo da je
(a1 —A)Jg1 + ar2q2 + -+ + Qingn =0
axnqy + (a2 —A)g2 + -+ anqn =0
ni1q1 +an2qz2 + -+ + (@nn —A)gn =0

Ovaj sistem je saglasan i ima netrivijalna reSenja ako je determinanta tog sistema
Jjednaka nuli.

a;; —A a2 LA AL Qin
Qs Ay —A .- a2n
det(A — Al = ; : : -0
Qn1 Qn2 “ss Apn—A

Kako je f(A) = det{A — Al) karakteristicni polinom matrice A, to je A sopstvena
vrednost, a Q odgovarajuéi sopstveni vektor matrice A.

U slucaju da su svi koreni karakteristicnog polinoma realni i razliciti, odgovarajuca
resenja sistema (4) su data sa
Yi= CA"'QL Y = e""Qz. sy Y= CA"!Qn.

Da bi pokazali da ova resenja cine fundamentalni sistem resenja sistema (4),
dovoljno proveriti da li je odovarajuci Vronskijan razlicit od nule.

e:‘:qu c:’:‘hz e:":(hn
1 2 e "
WY1, Ys) = € .Qzl e 'sz e ¥ (o
eh;q“l ehx'q n2 e e)\..);q““
quu iz -+ Qin
— elM+-+Aq) q?l q'22 q?“ — elMttAn)p
Gar’ Gz e Gna

Kako su Qy, ..., Q. sopstveni vektori matrice A, to je A # 0, pa je i
WI(Y;,....Yn) # 0. Dakle, resenja Yj,..., Yy su nezavisna.
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Matricnom metodom resiti sistem diferencijalnih jednacina:

Y = Y1 — Y2 +Yya,
Yz = Y1 + Y2 — ys,
Y3 = 2y; — ya,

gde je y; = yi(x), y2 =yalx) i ys=yslx), x € D.

Dati sistem jednacina

Yy =Y1 — Y2 +ys,
Ys = Y1+ Y2 — Y3,
Yz = 2y1 — Y2,

predstavicemo matricnom jednacinom

Y' =AY,
odnosno sa
Y 1 -1 1 Y1
Y= 1 1 —1f-jy2
yé 2 -1 0 Y3

Odredimo karakteristicni polinom matrice A,

1-A =1 1
f(A) = det(A — AlI) 1 1-A =1 |=(A=-2)(1-A)1+A)
2 -1 A

Sopstvene vrednosti matrice A su

M=2,A=1iA=-1

Sopstveni vektori?

q1
Y — e?\x — e?\x 92
| On |
Sopstveni vektori odreduju se iz uslova
(A—AIQ =0.



za A\; = 2, reSavamo sistem jednacina

=t 1. 3 las 0
1 -4 —I} - bl = o]
2 i 2| laa 0

tj., sistem jednacina oblika

—q1—q2+q3 =0,
q1—q2—4q3 =0,
2q1—q2—2q3:0.

—q1—q2+q3 =0,
0'=0.
g2 = 0.
(2 = 0,
41 = 43,
0=0.
Biramo da je qy = 1, tada je i q3 = 1. Trazeni sopstveni vektor matrice A je
oblika S
1
Q'=|0]|.
1

Partikularno resenje Y; koje odgovara vektoru Q1 je tada

1]
Yl: 0 'CZt.
1-

Za sopstvenu vrednost A = 1 matrice A, reSavanjem sistema jednacina

0 -1 1 g1 0
1 0 -1 qz2| = of,
2 -1 -1 ds 0

dobijamo da je pause q; = q2 = g3. Uzimajuci da je q; = 1, imamo da je

odnosno,



Za sopstvenu vrednost A3 = —1
2 -1 1] [qu 0
1 2 -1]1q2]1 =10
2 -1 -1 |q3 0

Ako izaberemo da je q; = 1, bice g = —3 i q3 = —5. Tada je

a odavde imamo i da je partikularno resenje X3 oblika

1
Y3= -3 e_‘.
—D

Opste resenje matricne diferencijalne jednacine dato je sa

Y=Ci1-Y1+C2:-Ya+C3-Y3,

1 1 1
Y=0C; |0] e®*+Ca|1] et+C5|-3] et
1 1 —

odakle éemo reSenje pocetnog sistema diferencijalnih jednacina zapisati kao

odnosno

Yy = Clez‘ + Czet + Cze t.
Y2 = Cze' o— 3C3€ t,

Yz = C1C2l + Czel —5Cze .
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Nehomogeni linearni sistem diferencijalnih jednacina prvog reda:
Y =AY+ B(x) (x € (a,b)) (1)

Teorema

Opste resenje Yo, nehomogenog sistema (1) jednako je zbiru opsteg resenja Yon
odgovarajuceg homogenog sistema

Y =A-Y (2)

i bilo kog partikularnog resenja Y, nehomogenog sistema, t].

Yon = Yon + Yp-

Za odredivanje Y;, mogu se koristiti razlicite metode, kao na primer:

— Metod neodredenih koeficijenata (prakticno funkcionise samo za
jednostavnije oblike funkcije B(x)).

~ Lagranzov metod varijacije konstanti (zasnovan na integracionom racunu).

Lagranzov metod varijacije konstanti:

Neka je
Yoh = CIYI 5 Ak & CnYn (3)

opste resenje homogenog sistema (2).

Ako proizvoljne konstante u (3) posmatramo kao diferencijabilne funkcije po x,
a zatim ih odredimo iz uslova da

Y=0Ci(x)Y1 4+ Cnlx)Yn (4)
bude resenje sistema (1), time se funkcijama C;(x),..., Cnl(x) namaée uslov
Ci(x)Yy + -+ C;(x)Yn = B(x). (5)

Ovaj uslov ¢ini sistem od n linearnih algebarskih jednacina sa n nepoznatih
Cilx),...,CL(x) koji ima jedinstveno resenje (jer je njegova determinanta
upravo Vronskijan koji je razlicit od nule).

Nakon resavanja ovog sistema, do Cy(x],..., C,(x) dolazimo integracijom.



Matricnom metodom resiti sledeci sistem diferencijalnih jednacina:

Yy — 4yy —ya = —36x,
Yz + 241 — Y2 = —2¢*.

Sistem u normalnom obliku dat je sa

yp =4y +y —36x,

ys =—2y;+ys—2e*
a u matricnom obliku je
Y’ = AY + B(x),
gde je
. 4 1 1Y - —36x
Sl B3 B o A B e

Karakteristicni polinom matrice A je

f(A) = det(A — Al) = '4__27‘ o 7\|

=A2—-50A+6=(A—2)(A—23).

Sopstvene vrednosti matrice A su
Ai=2, X;=3.

Sopstveni vektor Qq, za vrednost A\; = 2, nalazimo iz sistema jednacina
2 1 qi| 0
—2 —1| (g2 |0]|"

—q1—q2=0,
— (1 *-q2=0.

tj. sistema oblika

Odavde je g, = —2q,, pa uzimajuéi za ¢; = 1, dobijamo sopstveni vektor

o=,

a samim tim i jedno od dva partikularna reSenja sistema

Y= [_;] et



Za sopstvenu vrednost A = 3 i sopstveni vektor Q2, reSavamo sistem

2 ) 2] =[d]

Kako je u ovom slucaju q; = —(2, to za proizvoljno izabranu vrednost q; =1,

dobijamo da je
1

Yz = [_i] '63(.

Opste resenje homogenog sistema diferencijalnih jednacina je

odakle je i

Yo = C1+Yi +Cs+Yn,

Yor =16 I:_é] . &% + Ca [_1] : €3x,
odnosno

Y1, = (:162x 2 Cge3",

o & = —2C1€2x = C2€3x.

Opste resenje pocetnog nehomogenog sistema diferencijalnih jednacina trazimo u
obliku:

Yon = Ci1(x) - Y1 + Calx) - Y,

gde su Cy(x) i Ca(x) diferencijabilne funkcije po x koje je potrebno odrediti.

Ciix)- Yy + Cilx) - Y2 = B(x)

odnosno

ci- |- eeci- [ ] -== [32]
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Sistem jednacina sa nepoznatim funkcijama Ci(t) i Cé(t) oblika

C;(x)e2" + C;(x)e3" = —36x,

—2C;(x)e®* — Cy(x)e3* = —2¢*,
ima resenja

/

Ci(x) =36xe > +2¢~*

Colx) = ~Toxe™* <D 2%
Integrale¢i ovako dobijene funkcije C;(x) i Co(x) imamo da je

Cifx) =—26%—18%¢ 2 — 0% 4-C;

Ca(x) = e 2* 4 24xe 3* 4+ 8e 3* + C».

Konacno, opste resenje nehomogenog sistema diferencijalnih jednacina dato je sa

Yy = Cie*™® 4 Coe*™ —e* £6x—1,

Yo, =—2Cje®® — Coe®™ 4.36% 1 12% +-10.
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