1 2 DIFERENCIJALNE JEDNACINE n-tog REDA
12 2 HOMOGENA LINEARNA DIF JEDN SA KONSTANTNIM KOEF

Jednacinu oblika
y(n) +a1y(n—1) +--tan1y' +any =0, (1)

gde su ay, --- ,a, € R, nazivamo homogenom linearnom diferencijalnom
Jjednacinom sa konstantnim koeficijentima.

Teorema

Neka su y1,Y2, - - ., Yn proizvoljna resenja jednacine (1). Tada je i svaka njihova
linearna kombinacija, tj. funkcijay =Cy-y; + Ca-yo+---+ Cy, - yn takode
resenje ove jednacine.

Da bi se ispitala linearna nezavisnost resenja yi,yo, - .-, Yn, uvodi se pojam
funkcionalne determinante Vronskog:

Ui Y2 Un

y{, y/é/ ve  (fn

W(x) = W(y1,y2,....Yyn) =| Y1 Yy o Yq
ygn 1) ygn.l) ygln 1)

Teorema

Resenja y1,Y2, - .., Yn jednacine (1) su linearno nezavisna u intervalu D ako i
samo ako je za svako x € D determinanta Vironskog (Vronskijan) razli¢ita od
nule, tj. W(x) # 0.




Definicija

Skup od n linearno nezavisnih resenja nazivamo fundamentalnim sistemom.

Teorema

Uvek postoji bar jedan sistem fundamentalnih resenja jednacine (1).

Teorema

Ako je y1,Y2, ..., Yn bilo koji sistem fundamentalnih reSenja homogene jednacine
(1), onda je njeno opste resenje dato sa

y=Ci-y1+GCo-yo+---+Cp, - Yn,

pri cemu su Cq, C,, ..., Cy, proizvoljne realne konstante.

Posledica

Bilo kojih n + 1 resenja jednacine (1) jesu linearno zavisna.

Nadimo fundamentalni skup resenja jednacine (1).

Uvodeéi smenu
y= e?\x'

gde je A konstanta, dobijamo jednacinu

A fiagAt e s b ke Laye?® =0,

odakle dolazimo do karakteristicne jednacine
}\n+a1AII—1+...+an 1A+an:0_ (2)

Karakteristicna jednacina ima n realnih ili kompleksnih resenja A1, Ao, ..., A koja
pri tom mogu biti prosta (jednostruka) ili viSestruka. U zavisnosti od toga kakvi
su koreni jednacine (2), razlikujemo sledece slucajeve:

(a) Ako su svi koreni jednacine (2) realni i razliciti, tada je

Yi = eM*  zasvakoi=1,2,...,n.

(b) Ako je Ay koren visestrukosti k, tada njemu odgovaraju partikularna resenja

A]_X 2 Alx

A1x k—1_,A1x
ylzel,ygzxe Yz =XxX"¢€ vo ey Y =K €A,



(c) Ako je A; = o+ i kompleksan (jednostruki) koren jednacine (2), tada se
javlja i koren A; = ot — if. Kompleksnim resenjima e** i e**, odgovaraju
realna reSenja

yr=e**cosBx i vy =e* sinpx.

(d) Ako je A; = o+ ip kompleksan koren visestrukosti k, i Ay = o — i (takode
viSestrukosti k), tada su odgovarajuca realna resenja

e™* cos Bx, e**sin Bx,
xe** cos Bx, xe** sin Bx,
x*"1e** cos Bx, x*1e** sin Bx.

(a) Jednacini
y'+y' —2y=0
odgovara karakteristicna jednacina

AN 4+A—2=0,

Cija su resenja
AM=1 A=-2

Odgovarajuc¢a partikularna resenja date homogene diferencijalne jednacine su

X —2x
Yyr=¢€, Yz=¢€ :

pa je opste resenje dato sa

y:Cl-e"+C2-e_2".




(b) Jednacini
y@ —6y® 4+ 14y” — 14y’ + 5y =0

odgovara karakteristicna jednacina
At —6A% +14A* — 14N +5 = (A —1)*(A> —4A +5) =0,
¢ija su resenja
M=A=1 N=2+1i, M=2-i
Odgovarajuc¢a partikularna resenja date homogene diferencijalne jednacine su
x 2

yr=¢€*, ys=xe*, yz=e?*cosx, ys=esinx,

pa je opste resenje dato sa

y = C1e* + Coxe* + Cze®* cosx + C4e** sinx.

r

(c) Jednacini

y® —4y® + 16y’ =0

odgovara karakteristicna jednacina
A5 —aA3 +16) = A(A —2i)%(A +2i)2 =0,
Cija su resenja
AM=0, X=A=21, As=As=-2i
Odgovarajuca partikularna resenja date homogene diferencijalne jednacine su
yi=1, yYs=-cos2x, yYyz=xcos2x, Ys=-sin2x, Ys = xsin2x,

pa je opste reSenje dato sa

y = C1 + (Co + xC3) cos 2x + (C4 + xCs) sin 2x.




12 3 NEHOM LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA SA KONST KOEF

Jednacinu

Yy gy e bl gy 4 any = (), (1)
gde ai, as,...,a, € R, nazivamo nehomogenom linearnom diferencijalnom
Jjednacinom sa konstantnim koeficijentima.

v

Uporedo sa ovom jednacinom, posmatraéemo i odgovaraju¢u homogenu jednacinu
y™ +ay™ V4.t a1y’ +any =0. (2)

Neka je yon opste resenje homogene jednacine (2), i neka je y, bilo koje
partikularno resenje nehomogene jednacine (1). Tada je opste resenje jednacine
(1) funkcija

Yon = Yoh T+ Yp

Kako smo ve¢ razmatrali pitanje nalazenja opsteg reSenja homogene jednacine
(2), to nam ostaje da se bavimo metodom nalazenja partikularnog resenja
nehomogene jednacine (1).

1 2 4 LANGRANZOV METOD VARIJACIJE KONSTANTI

Neka y1,Y2, ..., Yyn Cine fundamentalni skup resenja jednacine (2). Tada je opste
resenje homohene jednacine (2) dato sa

Yoh = C1y1 + Coy2 + -+ - + Cnyn, (3)
gde su Cyq, Cyp, ..., C,, proizvoljne konstante.

Metod varijacije konstanti se sastoji u sledecem:

Proizvoljne konstante u opstem resenju (3) smatramo diferencijabilnim
funkcijama po x, a zatim ih odredujemo iz uslova da funkcija

y = Ci(x)y1 + Ca(x)y2 + - - - + Ca (x)yn (4)

bude reSenje nehomogene jednacine (1).



Time se funkcijama Cy(x), Ca(x), ..., Cy1(x) namecu sledeéi uslovi:

Ci(x) -y1+C3(x)-ya+---+C/(x) - yn =0

Ci(¥) Y1+ Co(x) - yp -+ Ci(x) -yn =0

C1(x)-yy +Ca(x) - yz +---+ Colx) -y, =0

Cix) Y™ 2+ Ch(x) -yt P+ + CL(x) -y P =0

Cix)-y™ VHChx) -y e+ CL) -y Y = f(x)
Dakle, C{(x), 1=1,2,...,n Cine reSenje sistema linearnih jednacina (5), ¢ija je

determinanta upravo Vronskijan

W(X) — W(ylvy2v cee -yn)-

Ako sa W;(x),1=1,2,...,n, ozna¢imo determinantu koja nastaje iz W(x) kada
i-tu kolonu zamenimo kolonom slobodnih ¢lanova (Kramerovo pravilo), dobijamo
da je

Dalje, integracijom dolazimo do funkcija C;(x).

Naci opste resenje diferencijalne jednacine:

ym - 3y// _|_4y/ —2y= ex.

Prvo ¢emo potraziti opste reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine:
y”" —3y" +4y’' -2y =0.
Njena karakteristicna jednacina je oblika
A2 3N +an—-2=0,
odnosno

A—1)A2—2A+2) =0.

Kako su koreni ove jednacCine A\; =1i A3 =1=1, to je

Yoh = C1e* + Cre* cosx + Cze™ sinx.



Partikularno reSenje nehomogene jednacine trazimo u obliku

Yon = Ci(x)e* + Ca(x)e* cosx + C3(x)e*sinx,
pri cemu funkcije C1(x), Ca(x) i C3(x) moraju da zadovolje sledece uslove:

C (x)e* + o »(x)e* cosx + C3(x)e" sinx = 0;
Cl (x)e* (x) *(cosx —sinx) + C;(x)e"(cosx +sinx) = 0;
C,(x)e* — 2C;( )e* snnx+2C3( %)etcosxi=e”,

Kramerovo pravilo

Glavna determinanta

1 cos X sinx
W=|1 cosx—sinx cosx-+sinx|=1
1 —2sinx 2cosx
Pomoéne determinante
0 cosX sinx
W; =10 cosx—sinx cosx-+sinx| =1,
1 —2sinx 2cosx
1 0 sinx
Wo =11 0 cosx+sinx|=—cosx,
1 1 2cosx
1 COS X 0
W3 =11 cosx—sinx 0| = —sinx.
1 —~2sinXx 1

Cilx) = Wi, ai=1,23,
Ci) =1 =5 Cllx)zjdx=x+Dl.
Ci(x) =—cosx = Cz(x)zj—cosxdxz—sinx + D2

C3(x) =—sinx =% C;s(x])= J—sinxdx = cosx + Ds.
Opste resenje pocetne nehomogene jednacine

Yon = (X + Dy)e* + (—sinx + Dy)e* cosx + (cosx + D3)e* sinx

You = p,e‘ + Dse* cosx + D3e* sin X + xe*

Yan Yp




125 METOD NEODREDENIH KOEFICIJENATA

(a) Ako u nehomogenoj diferencijalnoj jednacini
y™ 4+ ay™ P+ tan gy +any =£f(x), (a;i €R)

funkcija f(x) ima oblik

gde je Py(x) polinom stepena Kk, a konstanta a € R nije nula
odgovarajuce karakteristicne jednacine

qA) =A"+ @A™ T+ 4 an 1A+ ag,

tj. ako je q(a) # 0, tada nehomogena jednacina ima partikularno
resenje oblika

yp(x) = Qx(x)e®,
gde je Qy(x) polinom stepena k cije koeficijente treba odrediti.

Naci opste resenje diferencijalne jednacine

Yyl 3y — 4y =[x L x)e ™

Resenje. Odgovarajuca karakteristicna jednacina ima oblik

qA) =A% 4+3A—4=(A—-1)(A+4).

Kako je a =—11i q(—1) = —6 # 0, to ¢e partikularno rersenje
diferencijalne jednacine biti

Yp = (A% 4+ Bx4 Cle >
gde su A, B i C nepoznati koeficijenti.
Za partikularno resenje jednacine vazi da je

x

yp + 3y, — 4y, = (x* +x)e



Kako je
y, =(—Ax*+ (2A—B)x+B —C)e™™
yy = (Ax*+ (B—4A)x+2A —2B +C)e™™,

to, vracajuéi funkcije y;, iy, u pocetnu diferencijalnu jednacinu, imamo
da je

(—6Ax® + (2A —6B)x +2A + B —6C) e ™ = (x* + x)e ™.
Odavde dobijamo sistem linearnih jednacina po nepoznatim A, B i C:

—b6A = 1;
2A — 6B =1;
2A +B—-6C =0.

1 2 5
Resenj ist A=——,B=—1iC=——.
eSenja ovog sistema su 6 g c1

Partikularno rersenje diferencijalne jednacine je sada oblika

Posto je
to je funkcija
I 2 5 ,
y = Cie* + Coe™¥* — (6x2+§x+§> e *

opste resenje nehomogene diferencijalne jednacine.



(b) Ako u nehomogenoj diferencijalnoj jednacini
yWray™ V4o pan gy +ay=~F(x), (a;i€R)
funkcija f(x) ima oblik
f(x) = Pk(x)e®”,

gde je Py(x) polinom stepena k, a konstanta a € R jeste nula
odgovarajuceg karakteristicnog polinoma

qA) =A"+ @ A" P+ -4 anaA +ag,

tj. q(a) =0, tada nehomogena jednacina ima partikularno resenje
oblika

Yp(x) = x*Qx(x)e,
gde je Qy(x) polinom stepena k cije koeficijente treba odrediti, dok
Jje s visestrukost nule A = a u polinomu q(A).

Naci opste resenje diferencijalne jednacine

y” + 3y’ — 4y = (x —2)e ™.

Resenje. Kako je a = —4 nula visestrukosti s = 1 karakteristicnog
polinoma

qA) =N +3A—4=(A—-1)(A+4),
to partikularno reSenje trazimo u obliku
Ys = %[Ax + B)e ** = (Ax? + Bx)e ¥,

gde su A i B nepoznati koeficijenti.
Zamenjujudi
y, = (—4Ax* + (2A —4B)x + B) e *

Y, = (16Ax* + (—16A +16B)x + 2A —8B) e ™

10



(—10Ax + 2A —5B) e ¥ = (x — 2)e™**,

1 9
dakle je A=—— i B=——.
odakle je TR 5t
Vracajuci konstante A i B u partikularno resenje imamo da je

= —ix—3 e ¥
Ye=%\"16" 25 '

a odavde je

1 9
o X —4x b’ el —4x
y=Cie* 4+ Coe x(10x+25)e

trazeno opste reSenje diferencijalne jednacine.

(¢) Ako u nehomogenoj diferencijalnoj jednacini
y™tay™ P+ tan gy +any="~(x), (ai€R)
funkcija f(x) ima oblik
f(x) = Px(x)e“™ cos bx + R;(x)e"* sin bx,

gde su Py (x) i Rj(x) polinomi stepena k, odnosno j, a kompleksan
broj a + bi € C nije nula odgovarajuceg karakteristicnog polinoma
q(A), tj. q(a+ bi) # 0, tada nehomogena jednacina ima
partikularno resenje oblika

Yp(x) = Qm(x)e"™ cos bx + Qm(x)e‘”‘ sin bx,

gde su polinomi Q. (x) i Qm(x) stepena m = max{k, j} cije
koeficijente treba odrediti.

11



Naci opste resenje diferencijalne jednacine

y’ — 4y = 2e* cosx + (x% + x)e* sinx.

Resenje. Karakteristicni polinom date diferencijalne jednacine je oblika
qA) =A—4.
Kako jea=1ib =1, a odatle q(1 + 1) # 0, to funkcija
Yp = (Ax2 + Bx + C)e* cosx + (Dx? + Ex + F)eX sinx

predstavlja partikularno resenje u kome su A, B, C, D, E i F nepoznate
konstante.
Posto je
y, = ((A+D)x*+ (2A +B+E)x + B+ C +F) e* cosx
+ ((tA+D)x* + (—B+2D + E)x — C + E + F) €*sinx,

to zamenjujuéi yp, i y;, u polaznu jednacinu dolazi se do sistema
jednacina:

—-3A+D =0 —-A—-3D =1
2A—=3B+E=0 —B+2D-3E=1
B3l FF=2 —C+E—=3F=0.
Resenja ovog sistema su A:_1—10- D:—1—30, B.—_—%, E:_%,
C:—l%%iF:%ﬁ,

a odavde je

1 11 89 3 23 21
= C1e4"—(ﬁx2 + 50" + ﬁ) e~ cosx—(Ex2 + 50X ﬁ) e”sinx

opste resenje nehomogene diferencijalne jednacine.

12



(d) Ako u nehomogenoj diferencijalnoj jednacini
y™ L ay™ P 4o tan gy +Fany=£(x), (a;€R)
funkcija f(x) ima oblik
f(x) = Px(x)e®™ cos bx + Rj(x)e"* sin bx,

gde su Py(x) i Rj(x) polinomi stepena k, odnosno j, a kompleksan
broj a + bi € C jeste nula odgovarajuceg karakteristicnog polinoma
q(A), tj. qla+ bi) =0, tada partikularno resenje ima oblik

Yplx) =x° (Qm(x)ea" cos bx + Qm(x)e** sin bx) :
gde su polinomi Qm(x) i Qum(x) stepena m = max{k, j} ¢ije

koeficijente treba odrediti, a s je visestrukost nule a + bi u
polinomu q(A).

Naci opste resenje diferencijalne jednacine

y” —2y’ + 2y = 2e*sinx.

Resenje. Za brojeve a = b = 1 kompleksan broj a + bi=1+1 je nula
karakteristicnog polinoma

q(A) =A% —2A 42
visestrukosti s = 1, pa je
Yp = x (Ae* cosx + Be”* sinx)

partikularno resenje za koje je potrebno odrediti konstante A i B.
Funkcije y]’, i y{,’ su oblika
y{, = (A + Ax+ Bx)e*cosx + (B + Bx — Ax)e*sinx

Y, = 2(A + B+ Bx)e* cosx —2(A — B + Ax)e* sinx.

13



Njihovom zamenom u datu nehomogenu diferencijalnu jednacinu, dobija
se
2Be* cosx — 2Ae* sinx = 2e* sinx.

Odavde mora biti da je 2B =0, a, kako je 1 —2A =2, to je A = —1.
Partikularno reSenje je sada oblika

Yp = —xe* cosx,
dok je opste resenje diferencijalne jednacine dato sa

y = Cye*cosx + Cae* sinx — xe™ cos x.

(e) Kada je u nehomogenoj diferencijalnoj jednacini
Y™ +ay™ V4 tan 1y +any=1(x), (ai €R)
funkcija f(x) predstavljena kao zbir vise funkcija, odnosno
f(x) = f1(x) + f2(x) +--- + f(x),
tada je jedno partikularno reSenje te nehomogene jednacine
Yp(x) =Yp, (x) + Ypa (X) + - +yp, (x),
gde je yp, partikularno resenje jednacine

y(n) -+ aly(“_l) it an—lyl +any = fj(x) (=12 1)

v
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Naci opste resenje diferencijalne jednacine

y"” — 4y’ + 8y = e** +sin2x.

Resenje. Funkcija f(x) date diferencijalne jednacine predstavljena je kao
zbir funcija e®* i sin2x. Posmatrajmo prvo jednacinu

y” — 4y’ + 8y = .
Karakteristican polinom ove jednacine je
q(A) =A% —4A + 8,

¢iji su koreni Ay » = 2 + 2i. Zbog toga a = 2 nije njegova nula, pa je
odgovarajuce partikularno resenje y,,, oblika

Yp; = Ae’™,
Zamenjujuéi y,,, iy, u posmatranu jednacinu imamo da je A = 1. paje
1,
Yps = ie "

Neka je sada
y” — 4y’ + 8y = sin 2x.

Kompleksan broj a + bi = 21 nije nula karakteristicnog polinoma
q(A) =A% — 4A + 8, pa partikularno resenje yy,, trazimo u obliku

Yp, = Bsin2x + Ccos 2x.

Kada yy,, Yy, i Yp, zamenimo u ovu jednacinu dobijamo sistem
jednacina

—2B+4+C =0
4B +8C =1,
Cija su reSenja B = 515 1E = I%. Odavde je
1 1
= i — cos 2x.
Yr: = 5 sin 2x + T e

Kako se partikularno resenje pocetne nehomogene diferencijalne
jednacine moze predstaviti kao zbir

Yp = Ypa 3 Ypa»

to je njeno opste resenje funcija

i 1 1
y= C1e* cos 2x + Coe®* sin2x + (Zez" — 20 sin2x + 10 cos2x.)
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