SNIZAVANJE REDA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

U nekim slucajevima, red diferencijalne jednacine viseg reda moze se sniziti.

Teorema

(a) Nakon n uzastopnih integracija dobicemo opste resenje diferencijalne
Jjednacine
y™ = ().

Naci ono resenje diferencijalne jednacine

T Inx
x2'

koje zadovoljva sledece uslove:

Resenje. Datu jednacinu integralimo tri puta.
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Dakle,
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Kako je y(1) =0, to je 0 = %‘ + C5 + C3, odnosno
C; +2C,+2C;3=0.

1z drugog uslova y'(1) = 1, a na osnovu toga sto je

y' =-3 In®x — Inx 4+ Cyx + Ca, vazi da je
Ci+Ca=1
Kako je y” = —'2* — 1 4 C; i, po uslovu zadatka, y”(1) = 2, sledi da je
C1=3
Zamenjujuéi ovu vrednost u prethodne dve jednacine dobijamo
1
Co=-2 i (3= 3

Trazeno Kosijevo resenje je
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(b) Za jednacinu
F(x.y“",....g‘"’):o, 0<k<n,

uvodimo smenu
(k)

2=
pri kojoj je

|
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pa se reSavanje date jednacine svodi na resavanje jednacine

F (x.z’.z". s .Z‘""k’) =0.



Resiti jednacinu:

xy” +y' —x*=0.

Resenje. Uvodimo smenu y’ = z, odakle je y” = z’. Imamo da je
xz' +z—-x2=0.

Za x # 0 dobijamo linearnu nehomogenu diferencijalnu jednacinu oblika
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Cije je reSenje dato sa
z=eJ% d"(Cl + jxef% o dx).

odakle je z = 1(C,y + 533), odnosno y' = 1 + 1;
Tada je
C ‘ 3
y=J(7'+%) dx:CIInx+% + Co.

(c) Diferencijalna jednacina

F(y,y’,...,(“)) =0

(koja ne sadrzi x) dopusta snizavanje reda za jedan. Za ovo je dovoljno

uvestu smenu
/

Z=1y

i smatrati da je y nezavisno promenljiva. Tada je

dy dz dz dy
B, = Wi 770 o O i
V=g => Y dx dy dx 2 Sola

pa se pocetna jednacina transformiSe u jednacinu

G (y,z,z’,,...,z&“‘l)) =0



Resiti jednacinu:
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Resenje. Nakon uvodenja smene y’ = z, odakle je y” =z -z, pocetna
jednacina je oblika

Y22y = 222,
Ukoliko je z = 0, odnosno y’ = 0, dobijamo trivijalno resenje y = C;.
Pretpostavimo zato da je z # 0. Nakon deljenja jednacine sa z imamo da je

/
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odnosno, dobijamo diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive:
dz 2
— = —dy.
z Yy

Integraleci levu i desnu stranu jednakosti dobijamo In Cz = 2Iny, odakle je
7= Cyif?

Vratimo smenu: y’ = C3y?, odnosno %¥ = C; dx. Nakon integracije dobijamo i

trazeno reSenje jednacine
|

V=G G

(d) Razmotrimo diferencijalnu jednacinu oblika

F (x,y,y’,...,y(“)) =10

Cija je leva strana totalni diferencijal (po x) neke funkcije
G (x,y,y’, T 1)). Pod ovom pretpostavkom, datu jednacinu mozemo

zapisati u obliku

dixG (x,y,y’,...,y[“_l)) =0,

odakle je
G (x,y,y', . ,y(“_l)) =, gde je C konstanta.

U tom slucaju finkcija F zadovoljava uslov
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Resiti jednacinu:

yy" +y” =1

Resenje. Datu jednacinu napisimo u obliku
dlyy’) = d(x).
Sledi da je yy’ = x + C;, a odavde dobijamo jednacinu koja razdvaja promenljive
ydy = (x + Cy) dx.
Nakon integracije leve i desne strane jednacine imamo da je

y2 =x2+4+2C1x + 2Cy, tj. Y2 =x2+ Cix + Cs.

(e) Neka je leva strana jednacine

F (x.y,y’,...,y(“)) =0,

homogena funkcija stepena m po promenljivim y,y’,...,y™, tj., neka vazi

F (X'Ay'Ay,' AR 'Ay(n)) == AI“F (X-yvyl. ... ,y(n)) .

Tada se red ove diferencijalne jednacine moze sniziti za jedan. Dovoljno je

uvesti smenu ,

Yy : '
==z tj., Yy =yz
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Resiti jednacinu:

!

xyy” —xy"? = yy'.

Resenje. Neka je F(x,y,y’,y") = xyy” —xy”? —yy’ = 0. Kako je, za A € R,
Fix.y.y".y") = x(Ay) (Ay") — x(Ay’)? - (Ay)(Ay”)
= N(xyy"” —xy” —yy’)
= NF(x,y.y".y").

to je funkcija F homogena, stepena homogenosti 2, po promenljivim y,y’, y”.
Uvedimo smenu y’ = yz. Odatle je y” = y(z? +z'), pa se zamenom y’ i y” u
polaznu jednacinu dobija

xy?(z? + z') — x(yz)? = y%z.
Dobijenu jednacinu mozemo podeliti sa y? # 0, i tada dobijamo jednacinu
dz dx
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