1 DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Definicija

Diferencijalna jednacina — bilo koja jednacina koja vezuje argument x u nekom
konacnom ili beskonaénom intervalu D = (a, b), nepoznatu funkciju y = y(x) i
njene izvode do izvesnog reda n zakljucno.

Definicija

Opsti implicitni oblik: ~ F(x,y,y’,...,y™) =0,
gde je x € D i F je funkcija od n + 2 nezavisno promenljive i neprekidna je u
odgovaraju¢em domenu.

Definicija

Opsti eksplicitni oblik: Y =gyl g™y,
gde jex € D i f je funkcija od n + 1 nezavisno promenljive i neprekidna je u
odgovaraju¢em domenu.

Znacaj u nauci i tehnici:
Citav niz zakonitosti u fizici, hemiji, mahanici, biologiji i drugim naukama
izrazava se preko diferencijalnih jednacina.
Definicija
Funkcija y = u(x), (x € D) je resenje ili integral ove diferencijalne jednacine
ukoliko je ispunjeno

F(x,u(x), u/(x),...,u™(x)) =0, xeD,

ili (respektivno)

u™(x) = f(x, u(x), ' (x),...,ul™V), xeD.

Funkcija y = sinx je resenje jednacine y’2 +y? = 1.

Takode i funkcija y = cosx je resenje ove jednacine.

Definicija

Integralna kriva — svako reSenje y = u(x) posmatrane diferencijalne jednacine
predstavija krivu liniju u protoru R™1:  (x,u(x),u'(x),...,um1)




Definicija

Opste resenje
y =y(x,Cq,Cs,...,Cn) (zavisi od n proizvoljnih realnih konstanti)

Partikularno resenje — dobija se iz opsteg resenja kada konstante uzmu odredene
fiksirane vrednosti.

Opste resenje jednacine y? +y? =1 jey = sin(x + C).

Na primer, za C = 0 dobija se partikularno resenje y = sinx, dok za C = 5
dobija se partikularno resenje y = sin(x + 5 ) = cosx.

Medutim, posmatrana jednaéina y2 +y?> =1imairesenjay=1iy = —1 koja
nisu sadrzana u opStem reSenju (ne mogu se dobiti iz opSteg reSenja pogodnim
odabirom konstante C).

Definicija

Resenja diferencijalne jednacine koja nisu sadrzana u opstem reSenju nazivaju se
singularna resenja.

(A) y' =4

sinx '

(B) y"+y'+y=sinx+e X
(C) ylll :2yll.y/.

4

Za diferencijalnu jednacinu kazemo da je k-tog reda ako je k red najviseg izvoda
koji figurise u jednacini. )

Diferencijalna jednacina prvog reda

Opsti implicitni oblik
F(x,y,y") =0
Opsti eksplicitni oblik

!

y =f(x,y)

5.
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111 JEDNACINA KOJA RAZDVAJA PROMENUIVE

Jednacina koja razdvaja promenljive je svaka jednacina oblika

y' =f(x)g(y)
odnosno g

oY _

o = f(x)g(y)
pri cemu je:

e f(x) funkcija od x neprekidna na intervalu a < x < b;

e g(y) funkcija ody neprekidna na intervalu c <y < d;

e g(y) #0, zasvakoy € (c, d).

Ako ovu funkciju napisemo u obliku

dy
gly)

onda integracijom dobijamo

odnosno
F(y) = G(x) + C,

odakle resavanjem po y (ako je to moguce uciniti) dobijamo trazenu funkciju

y=y(x), xe€(a,b).



1 1 2 HOMOGENA DIFERENCIJALNA JEDNACINA

Definicija

Funkcija f(x,y) je homogena funkcija n-tog stepena ako za proizvoljno t vazi

f(tx, ty) = t"f(x, y).

(A) Funkcija f(x,y) = 3x? + 5y% — xy je homogena funkcija drugog stepena
homogenosti, jer je

f(tx, ty) = t2(3x2 + 5y2 — xy) = t2f(x, y);
(B) Funkcija f(x,y) = 32’%'—_%9; je homogena funkcija nultog stepena, jer je

t2(2x% +2y?)  2x% 4 2y?

filb Yyl = =
(tx, ty) 222 —y2) 22— y2

—F{x 1)

Definicija

Diferencijalna jednacina y' = f(x,y) naziva se homogena diferencijalna jednacina
ako je f(x,y) homogena funkcija nultog stepena.

Homogena jednacina se uvek moze predstaviti u obliku

“ea(2)

Stavljajuci da je

Y_ u, odnosno Yy =xu,
X
dobi¢éemo da je y’ = u+ xu’, pa data jednacina postaje

u+xu’ = g(u), odnosno _H = %
glu)—u x

a to je jednacina koja razdvaja promenljive.



11 3 JEDNACINE KOJE SE SVODE NA HOMOGENE

Jednacina oblika
P <a1x+b1y +c1)
Y= ax+byy+cy/’

gde su ay, as, by, bo, ¢y i c» konstante, moze se pogodnom smenom svesti na
homogenu diferencijalnu jednacinu.

Pretpostavicemo da je c; ili ¢ razlic¢ito od nule, jer u suprotnom se data
jednacina svodi na obi¢nu homogenu jednacinu.

Razlikujemo dva slucaja
(A) aliazgéb]_:bz (B) 01102:b11b2

(A) U sluéaju da je a; : a # by : by, u jednacini

IJ,:f<a1x+b1y+(:1>
axx + by + ¢2

uveséemo smenu
X=x+«, Y=y+48,

gde je Y funkcija argumenta X, a « i B su konstante.
Tada je

V¢ (a1X+ b1Y + ajex+ by + cl)
asX + baY + asax + b3 + co
Kostante « i 3 se odreduju iz uslova
aiox +bif +c¢1 =0,
arx + b3 +co =0.
Tada se pocetna jednacina svodi na homogenu diferencijalnu jednacinu oblika

a1 X+ biY
Y=t =—/———].
<02X+b2Y>



(B) U slucaju da je a; : ap = by : by =1:A, odnosno ako je ap = Aay i
b, = Abq, onda se jednacina

y,:f<a1x+bly+c1)
arx +boy+cr /)’

svodi na jednacinu

, ( (11X+b1y +Ci )
Yy == ,
7\((117( + bly) + Co

koja se dalje smenom

1
arx + by =t, y'zb—t’—%
1 1

1 t’ az - t+Cj
b1 b1 N At + Co
kod koje se promenljive mogu razdvoijiti.

11 4 LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA

Linearna diferencijalna jednacina je bilo koja jednacina oblika

svodi na jednacinu

y' +Pxly=0Q(x), (xeD),

pri cemu su funkcije P(x) i Q(x) neprekidne u intervalu D.

Opste resenje ove diferencijalne jednacine dato je formulom

y = e {P(x)ax (c + J Q(x)ef"(x)d*dx)



115 BERNULIJEVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA

Bernulijeva diferencijalna jednacina je bilo koja jednacina oblika

y +P(x)y =Q(x)y*, (x€D),

pri éemu su funkcije P(x) i Q(x) neprekidne u intervalu D, i « # 0, 1.

Nakon deljenja sa y*, ova jednacina se svodi na

/
i
/ /
gde uvodenjem smene —— =z, pri kojoj je ;’_a =3 i .

dobijamo linearnu diferencijalnu jednacinu

ZI

=+ P(x)z = Q(x),

odnosno
2/ +(1—a)P(x)z = (1 — )Q(x).

1 1 6 RIKATIJEVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA
Diferencijalna jednacina oblika
y’ + A(x)y? + B(x)y + C(x) =0,

pri cemu su A(x), B(x) i C(x) neprekidne funkcije na intervalu (a,b), naziva se
Rikatijeva diferencijalna jednacina.

— U opstem slucaju, ne moze se resiti integracijom.
— Ako je poznato jedno njeno partikularno resenje yo(x), onda uvodenjem smene

1

y(x) =yo(x) + TX)

Rikatijeva diferencijalna jednacina se svodi na linearnu diferencijalnu jednacinu.



11 7 JEDNACINA SA TOTALNIM DIFERENCIJALOM

Neka su P(x,y) i Q(x,y) neprekidne funkcije na pravougaoniku
a<x<b,c<y<d. Ako leva strana diferencijalne jednacine

Plx,y)dx + Qlx,y)dy =0,
predstavlja totalni diferencijal neke funkcije u(x,y), tj. ako vazi

P(x,yldx + Q(x,y)dy = du(x,y) = u dx + uydy,

onda se ova jednacina naziva jednacina sa totalnim diferencijalom.

— Opste resenje ove jednacine dato je sa u(x,y) = C, (C - konstanta).
- Potreban i dovoljan uslov da ovo bude jednacina sa totalnim diferencijalom je

P‘S =04
— Funkcija u(x,y) data je sa

u(x,y) = JP(x.y)dx +J (Q(x.g) — % JP(x,y)dx) dy +C;

1 1 8 LANGRANZOVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA

Diferencijalna jednacina oblika

y =xf(y’) +gly’),

gde su { i g neprekidne funkcije, naziva se Lagranzova diferencijalna jednacina.

Uvedimo parametar p = %3 =y'. Tada je
y =xf(p) + g(p)
dy = d(xf(p) + g(p))
y'dx = f(p)dx + xf'(p)dp + ¢'(p)dp
pdx = f(p)dx + xf'(p)dp + ¢'(p)dp
(f(p) —p)dx+ [xf'(p) + g'(p)ldp =0

Odavde dobijamo jednacinu

dx f'(p) i g’'(p) _
dp  flp)—p  flp)—p

Ovo je linearna diferencijalna jednaéina po funkciji x = x|p). Nakon resavanja
ove jednacine dolzimo do funkcije y = y(x) u parametarskom obliku

y = xfip) +glp), x=x(p]

Ako eventualno mozemo da eliminisemo parametar p, onda resenje dobijamo u
eksplicitnom obliku y = y(x).



1 19 KLEROOVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA

Diferencijalna jednacina oblika

y=xy’' +f(y’),

naziva se Kleroova diferencijalna jednacina.

Ako stavimo y’ = p ova jednacina postaje
y =xp +f(p),
odakle je
dy =y'dx = pdx
d(xp + f(p)) = pdx
pdx +xdp + f'(p)dp = pdx
(x+f'(p))dp =0

— Ako jedp =0,ondajep=0C, pajey=xy’+ f(y’) =xC+ f(C).

— Ako je x + f'(p) =0, onda je x = —f'(p), y=xp+ f(p), odakle
izbacivanjem parametra p dobjamo takozvano singularno resenje ove
diferencijalne jednacine.



