Kompleksni brojevi

Zadatak 0.1. Odrediti modul © argument za kompleksne brojeve:

21:1+i, Zgzl—i, 23:—1+i, Z4:—1—i.

Resenje. Za kompleksan broj z = x + 1y, koji je zadat u algebarskom obliku,
modul |z| se ra¢una po formuli |z| = v/2-Z = /22 + y2. Ako kompleksan
broj z predstavimo tackom M = (z,y) u kompleksnoj ravni, onda je rasto-
janje p tacke M od koordinatnog pocetka O jednako upravo modulu od z, tj.

p = |z|. Ugao ¢ izmedu pozitivnog dela x-ose i pravca neneula vektora O M
naziva se argument kompleksnog broja z. Da bismo ga odredili, najpre ¢emo
definisati ugao ¢y € (0,%), tako da je ¢ :arctg‘%} . Tada ugao ¢ € (—m, 7|
odredujemo na slede¢i nacin:

za v>01iy>0jep=ym;

za <01y >0jey=m— o
za x>01y<0jey=—p;

za <0iy<0jey=—m+ o
za x>01iy=0jey=0;

za x=01y>0jep=7;

za *<0iy=0jeyp=m;

S B A e

za =01y <0jep=—7.

Jednostavno se proverava da brojevi 2y, 2o, 23 1 24 imaju isti modul p = /2.

Takode, ¢g je za sva cetiri broja isti i iznosi 7. Odavde dobijamo da je
pr=",p2=—F, ps="T1¢py=—7 O

Zadatak 0.2. Dati su kompleksni brojevi:
a) 21:%+Z\/T§a b) 22:_\/§+2\/§7
¢) z3=—V3—1i, d) z =32—32i.

Odrediti njihov eksponencijalni 1 trigonometrijski oblik.



Resenje. Eksponencijalni oblik kompleksnog broja dat je sa z = pe’?. Pri-
menjujuéi Ojlerovu formulu €’ = cos p + i sin ¢, dobijamo trigonometrijski
oblik z = p(cos ¢ + isinp).

V3

a) Za kompleksan broj z; = % +1%>, najpre je potrebno odrediti p i .

Kakojex:%iy ‘[ , to je

)= VT - (;)Z(?)Zzl,

—arctg\/_ — 1 == 7;

wwlwla

o = arctg ‘Q‘ = arctg
x

pa je eksponencijalni oblik kompleksnog broja z; dat sa 2z, = €3, a njegov

trigonometrijski oblik sa z; = cos § + isin 3.

b) Za z = —V2+iV2 jep =2 ¢, = arctg \ |— arctgl = 7,
p=m—po="],paje
3 3 3
20 = 2617 = 2(cos Iﬂ + isin Iﬂ)
0 Zan = e = . -
—T + @0 6 Pa Je
- 5T 57T 57T
=92 ' =2 [ R
25 = 2e (cos 6 isin 6)
d) Za z; = 32 —32i je p = 322, ¢, = arctg ! - ‘ = arctgl = 7,
Y= —po=—7%,paje
;T ™ .. T
24 = 32v/2e'% = 32v/2(cos 1 + 7sin Z)
O]

Zadatak 0.3. Dati su kompleksni brojevi:
a) e ke b) e +%*m) ke Z;

C) ei(2k+1)7r7 ke Z; d) ei(—g—f—Qk‘T()’ kLeZ.



Odrediti njihov algebarski oblik.

Resenge. a) €™ = cos(2k) + isin(2k7) = 1.
W(Z42km) _ QT i2km _ _iT 4 _ T _
2 =e'2-¢ —62-1—COS§+ZSIH§—1.

b) e

c) e
i(— X = i z
d) ez( 5 +2km) _ e 7 . ez?kﬂ' — e 5.

WRRAHT — gi2kT | oIT — 1. T = cosT +isingm = —1.

1= cos(—g) + isin(—g)

T .. T _
= COS — — 1SN — = —1i.
2 2
[l

Zadatak 0.4. Izracunati:

(b+i8) — (1 - )
a) (I14+12) +(1—12); b ‘
) (1+0)" +(1—i) ) S

Resenje. a) Za stepenovanje kompleksnih brojeva pogodno je koristiti njihov
eksponencijalni oblik. Kako je 1 +i = 1/2¢’7 i 1 —i = +/2e7"%, to je
-\ 10 10 AN LA 5 i3% 5 _—i3F
(1+9)° + (1) :(\/564) —|—<\/§e ) = P F 1 2Pei%

= 32e¥™e's 4+ 32e 2™ Tis = 325 — 32i = 0.

b) Kako je 3 + %2 = LY
G+PE) =G =) _ (T (eI _ T - ¥
e e S s

— e eT —e 2.7 =T — T

Zadatak 0.5. Dokazati:



a) sina:%( ey,

b) cosa = 5( el 4 e ;

) €% —1=2i¢%sing.
Resenje. Na osnovu Ojlerove teoreme imamo da je €' = cosa + isina i
e~ = cosa — isina. Oduzimanjem (redom) levih i desnih strana ovih
jednakosti, dobija se tvrdenje a), dok se njihovim sabiranjem dobija tvrdenje

b). Dokazimo da vazi c¢). Na osnovu tvrdenja a) imamo da je

o sa o o o o _ia e .
e — 1 =¢2T2 —gel27l2 = ¢l (612 —e 12) = 2je'2 sin 5.

Zadatak 0.6. Izracunati:
3

147 .

Resenje. Neka je n € N. Sva reSenja jednacine 2" = pe’¥ su n-ti koreni
iz kompleksnog broja pe®® i pod {/per podrazumeva se skup vrednosti
{Z07 Rly» e 7Zn—1}7 gde je

7l;p-&-QkW

=Jw=\pe k=0,1,2,...,n— 1. (1)
Kompleksan broj z = 1 4+ ¢ najpre treba predstaviti u eksponencijalnom
obliku z = v/2¢'%. Dalje je
7+2k7r
= V/2¢' . k=0,1,2,

odnosno
7r+8k7r

= v/2¢! , k=0,1,2.

Dakle,

o T T
2 = V2l =2 <COSE + 7sin ﬁ)

om g 3 3
2 = V2T = 2T = 2 (cos% + i sin f)
1 1 1
— VB (- i) =g i
V2 V2 V2 V2
29 = 6117;*\/_6(72# ) = V2ei T e = —iV/2e

e
= —Z\/_<cosl—7;—zs1n—>:— <sm—+zcosl7r—2)
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Za predstavljnje brojeva zy i 2o u algebarskom obliku potrebno je izrac¢unati
cos 75 1 sin 5. Iskoristicemo formule

1
. 1 ——cosz . T 1+ cosx
sino =4¢\/—F5— 1 coso;=4\—F7—.
2 2 2 2

T V3
LT /1 —cos g 1—7 1/
— = _— = :— 2—+3
sm12 5 \/_,
T 1+cos— 1+*ég
A 6 2
Cos12 \/ 5 5 \/ +/3.

Dalje, na osnovu formula

Jarvh = \/&+\/2m+\/&_\/2m’

i \/Hm_\/a_m
; ,

Odatle je

dobijamo da je

gy - WA= (i-Vh) -5
cosl%z 2+x/_ %<\/7 \/>> \/_+1

Odavde konac¢no dobijamo

VBi1 VB |
2 f( 2}1 3f1> = ((va1)+i(vi-1)).
21 = —7+Z\/_
s (V-1 V3 |
n = \/§< 23\/51 2}1) 3116 ((v3a-1)+i(v3+1)).



Zadatak 0.7. Izracunati:

V2 —iv12 .
Resenje. Odredimo p i ¢ za kompleksan broj 2 — 74/12.

p = 22+(\/ﬁ)2:4

12
T\/_‘ = arctg\/§ =

o = arctg

Dakle, treba izracunati V2 —iv/12 = V4e 5. Prema (1), za n = 4, dobija
se

. 7%+2k7r

2 = VAT | k=0,1,2,3,
% = V2eET, k=0,123,

odnosno,

20 = \/56”% = \/_ (cos % — ¢ sin 17T—2>

zZ1 =
.. T
COS — — 181N —

12 12
= \/ﬁ(sm% —i—zcos%)

2 = V2 = V26T E) = \2eimeiTs

)
X
vl
®
J
SlA
Il
o)
o~
VRS
3

2 = %¢" 1172" _ \/_ez(ﬂ’+12) \/_ezﬂezlz

Kako je iz prethodnog zadatka

T V3+1 7w  /3-1

COS— = —F— 1 S — =

12 2v/2 12 22



to je

V3+1 V/3-1
_Z s

2 2v/2
V3—-1 V3+1
21 = +1 )

2 2v/2
_\/§+1+.\/§—1

zZ0 =

z == 1 )
2 7 22
I et SC R
Zadatak 0.8. Resiti jednacinu:
izt —1 B
izt +1

Resenja napisati v algebarskom obliku i predstaviti ih uw kompleksnoj ravns.

Resenge.
.4_1
2.24—:—1 = izt-1=2—i = ((1-it=—-1+i
124+ 1
= = 1+,Z =1l = z=v-1
—1
-2k
= z=VeT" &= g = 1, k=0,1,23.

m ™ V2 V2

9T (mr—o i s g - .
=€t =8 =™ o7 = 71T = —(cos— —isin—) = ——— 4 i—,
4 4 2 2
i i(m+7) i T i T LT V2 V2
zg=e1 =TT =M. 't = —¢'t = —(cos — +isin—) = ——— —i—,
4 4 2 2
i i(2n—T) o —iT T T L. \/§ . \/5
23=€1 =e 1) =" et =e " =cos— —isin— = — —i—.
4 4 2 2
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Zadatak 0.9. Dokazati formulu:

[VaZ + b2 VaZ £ b2 —
(\/a—l—bi)lz:j:( ¥+i %),akojeb>0
[\/a2 + b2 VaZ L b2 —
(\/a—i-bi)w::i:( %—i %),akajeb<0.

Resenje. Pretpostavimo da je z = = + 1y, takav da je 2 = va + bi. Tada
je (z+1iy)® = a + bi, odnosno x2 — y% + 2zyi = a + bi, odakle sledi da je
2> —y?* =ai2xy =b. Odavde je y = %, pa dobijamo
2 v’ 4ot — dax? + b? 0 (+?) a+va?+ b2

€T — = = = <> T =
422 422 1,2 2

Kako je a — va? + b? < 0, to je prethodna jednacina ekvivalentna sa

5  a+vVa?+b?

xr = 9

odnosno, ekvivalentna je sa

a++va?+ b2

T1,2 = + B
Dalje, dobijamo da je
_ . vat+b:—a
=i ver e VVare—a

— 4
2

b2 | 2

b\/2(Va2+b2—a) ib Vaz+0b2 —a

Sada, ako je b > 0, dobijamo da je

VTR —a

Y12 = =+ 9 ’



a ako je b < 0, onda je

va2+b2—a

Y12 =+ 5
Zadatak 0.10. Resiti jednacinu:
—2+4)z+ (=147 =0.
Resenje. Za datu kvadratnu jednac¢inu 2% — (2+ 1)z + (—1+7:1) = 0 je
D= (2+4i) —4(=147i)=7— 24,
pa je
VT2 +24+7 VT2 +24 -7
(\/7—242 —+ \/ + il \/ + =+ (4 30),
odakle dobijamo da je
(2414) + (4 — 3i)
21,2 = )
2
odnosno
21:3—2 1 22:—1+2l
Zadatak 0.11. Ako je z = %, naéi 1+ z+ 22+ + 2%,
Resenje. Kako je z = 1—\;; = e%, to je
in i3lm ST —
1+Z+z2+“.+230:1—231:1—(64i)31:1_e;; :1 8m24
1—=2 1—ex 1—e2 l—ex
l—e T 1—e¢'1 (1 —e%%)2

l—eT 1—eT 1—(F e ia)4elG3)

1—2e75 475 1-2(L2 —i@)+i i—1

1 —2cos+1 2 -2 B V2
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Zadatak 0.12. Dokazati da za x # 2kw, k € Z, vaZi:

cos ”T“xsin%
cosx + cos2x + ... + cosnx = — ,
Slni
) ) ) sin”TH:psin%
sinz +sin2x + ... + sinnx = — .
Sln§

Resenje. Neka je

S = cosx + cos2x + ... + cosnzx,

T = sinx +sin2x + ... +sinnz.
Tada je

S+ 1T = (cosx +isinx) + (cos 2z + isin2x) + - - - + (cosnz + i sinnw)

nxi
. . . . . N e —1
:exz_}_62m+n_+enm — % (1+€xz++6(n l)m) L — :
6 p—
L2622 sIn 5 nt1,. S5 s =5 n -+ L. n+
=€ —F  ——=€e?2 " —— = ——-|¢cos T +18In T
2ie2 sin g sin 3 sin §

Izjednacavajuéi realne i imaginarne delove u ova dva broja dobijamo trazene
formule. O

Zadatak 0.13. Izracunati sumu:

1 +acosp+a*cos2p + - -+ a" cosnp.

Resenje. Neka je

S =14 acosp+a’cos2p+ -+ a™ cosny,
T = asinp+ a’sin2p + - - - + a" sin ne.

Tada za kompleksan broj z = S + T vazi
z =1+ (acosy +iasing) + (a® cos 2p + ia” sin 2¢p) +
+ -+ (a" cosny +ia" sinnp) =

\n—+1
_ i i\ 2 i n_(ae“‘”) i —1
=1+ ae? + (ae?”)” + - + (ae?) =
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Kako je
ae¥t — 1 =ae¥t — 1 =qe¥i — 1 =qae ¥ — 1,
to je
(aegoi)"‘f'l —1 ae ¥ —1 anT2enei _ an—l—le(n—l-l)goi — qge ¥t +1
z = . =

ae¥’ — 1 ae=? —1 a? —a (e +e9¢) 4+ 1

Dalje, iz e + e™%* = 2 cos ¢ dobijamo

an+2€ng0i . an+le(n+l)<pi o ae—cpi 41
z = .
a? —2acosp + 1

Iz ¢injenice da je S = Rez, dobijamo da je

g a2 cosnp —a"cos(n+ 1) —acosp+ 1
N a? —2acosp+1 '

=

Zadatak 0.14. Neka je w = —% +1
a) Dokazati da je w® = 1.
b) Dokazati da je w? +w + 1= 0.

¢) Izracunati (a + bw + cw?) (a + bw? + cw).

ofS

Resenje. a) Odredimo p i ¢ za kompleksan broj w = —% +1

p= VTR = (34 (£) =1

>

goozarctg‘%}:gpozarctg :goozarctg|\/§‘:§:>cp:7r 3=

[N

27
3

Dakle, u eksponencijalnom obliku kompleksan broj w dat je sa w = e"%w, pa
je

3 i2r 3 3.2 27i ..
w'=(e"3 =e”'3 =™ = cos2m + 2sin 27 = 1.
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b) Na osnovu tvrdenja a), imamo da je w® = 1, odnosno w? — 1 = 0. Odavde
dalje dobijamo da je (w — 1) (w? + w + 1) = 0, sto je ekvivalentno sa w = 1
ili w?+w+1=0. Kako jew # 1 (jerjew:ei%ﬁ),tojew2+w+1:0.

c¢) Na osnovu tvrdenja b), imamo da je w? +w = —1, pa je
M = (a+bw+cw2) (a+bw2+cw)
= a® + abw + acw? + abw? + b*w® + bew* + acw + bew + Pw?
=a’>+b* + 2+ (ab + ac + be)w + (ab + ac + be) w?
=a’+ b + ¢+ (ab+ ac + be) (w + w?)
=a® + b+ — (ab+ ac + be).

Zadatak 0.15. Izvesti formule:

Resenje. ReSenja jednacine 2° — 1 = 0 u polju C su 2z, = €5, k =
0,1,2,3,4, odnosno

Z():]_,
2m, 27r+,, 2
z1 =e5' =cos— 4+ isin —,
5 5)
ar, 7r+, C4m 7r+, T
Zg=e€5 ' =cos— 4 isin— = —cos — + i sin —,
5 5 5) 5
6r; T .. 6w T .. T
Z3 = €5 :cosg+zsm€:—cosg—zsmg,
8 ; 8 8T 27 .27

24:e?zzcos—+isin? :cosg—z'sm—.

5

Primetimo da je



13

Sada éemo odrediti reSenja jednacine z°—1 = 0 na drugi na¢in i uporedi¢emo
ih sa prethodno dobijenim regenjima. Kako je 2° —1 = (2 —1)(2* + 23+ 22 +
z+1),toje 25 —1=0ekvivalentnosa 2 — 1 =01ili 2* + 23+ 22+ 2+1=0.
Resenje prve jednacine je Zy = 1. Potrazimo reSenja druge jednacine.
A4 B4+ 24+1=0
AP+ +24+1=0 /2

) 11
Z+Z+1+—+—2:0
z Z

1 1
(z2+—2>+<z+—)+1:0
A zZ

Ako uvedimo smenu z + % = t, pri kojoj je 2% + Z% = t2 — 2, prethodna
jednacina se svodi na kvadratnu jednacinu t? +t — 1 = 0, ¢ija su reenja
t1g = #5 U prvom slucaju, ako je z + 1 = —‘/5;1, odnosno 22% +
(\/5 + 1) z+ 2 =0, dobijaju se dva resenja

~(VB )£ (VB 1216 o+l V10-2/5
1 T T

a u drugom slucaju, ako je z + % = ‘/52_1, odnosno 222 — (v/5 — 1)z +2 =0,
dobijaju se resenja

\/5—11\/(\/5—1)2—16:ﬁ—lii\/10+2\/5

Primetimo da je

2

212 =

234 =

pa mora biti Z; = z3, Z9 = 29, 23 = 21 1 24 = 2z4. Odavde dalje imamo da je

T V541 1 V10—2V5

Ccos — = , sm— = —————,
5 4 5 4
or V5—-1 7« 2t V10+ 25 T
COS — = ZSlH—, Sl — = — = COS —.
5 4 10 5 4 10
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23 — 2 1
Zadatak 0.16. Ako je |z1| = |z| = |z|, tada je arg =—=2 =
23 — 21 2
Dokazati.
Resenje. Neka je z; = pe'#i, za j = 1,2,3. Tada je
23— 22 pe'es — pete2 B el¥s — eiv2 B —eis(eilvzws) 1)
23 — 21 B pei<P3 — peiSOl - eiWS — eisﬁl - _eiSD:s (ei(solf%) — 1)
2ie"7 " sin 258 sin L2580 e
= = - e s
2iei i35 in #i5s sin 2
23 — % —
pa sledi da je arg R . oy
23 — %1 2
Sa druge strane je
1 29 1 pei‘p2 1 (02— 1
—arg = = —arg—— = —arge¥2¥) = —
Qe =g = pane 5 (P2 = @1),
pa vazi
Z3 — 29 1 Z9
arg = —arg —.
23 — 21 2 Z1



